FÍSICA AN G5 ME ASI ANÁLISIS VECTORIAL — 


i : pS ES i ; 
E A GRES + Datos : AB =(3,y,2) si Calculemos el vector unitario de c/u de 
Aree dl Ar Dar a qe LO ES + ells: 
> Es => ES OS : 
y =(-4,4) p AG = (a, 0 2) RE S 
“e Ay ~ => 
Luego: De(D) y (I): vi AD = (2,1,3) + Hanar ProT ET 


F. eo $ Reemplazando en (I) : 


9. (1,0,2)=(3,9,2)+(2,1,3) 
¡2-81 =V1%+112 =V122  ? Igualando 


O E S < x = 3 +2 > 
T E a TIA A r LESA E b) La relación entre los vectores lo ha- 
= pas =b = 2 2 d 
IR- Fi V122 + au a remos por el método gráfico. C ptn ne 
4 z c E (4-3 V3) Sa 
e AD 5% ` Notamos : 2 
U =i (71,11) + ; > 
122 Clave: c * PROBLEMA 78 E Y A A aago : 
== * Si la longitud de cada lado del cuadra- 2 OR" > E a E me F mé 
$ dito es la unidad : E s ; 
PROBLEMA 77 (Sem. cEpRE-UNI 96m) E ito es la unida AAE s 
D aa a ordha UDS al S Reemplazando sus valores y sumando 
p 8 : Hi - z + los pares ordenados, obtenemos 
Si: + . > —> ua > 
2S NERES A > si c = pa+qb ... dato + LS I O NS 
AB = 3i+yj+zk e + =|=, 54 — 
só OA > Igualando : ES 10 5 2 
AC = xi+2k ” > 
Pai AS e “ «+ Como las componentes de "P" no de- 


Clase- A pi penden de ninguna variable, el máximo 


a) Halle las componentes rectangulares a 
+ valor de la componente en "x" será : 


Determine los valores de x , y , z O SREE S5 
dea ,b. y c respectivamente. 


Sia B)5:1:1 pt 5 PROBLEMA 79 (Sem. CEPRE-UNI 974) % eo 
GE 1 l CDS. iid b) Exprese c en L ermos de a Yb] Halle el mayor valor de la componente > AY ; 
ERF y z X es decir haga c = pa+qb y hallef "x" de la suma de los vectores unitarios + ; SN Clave: E 
E)1;35;-1 y p y q escalares. paralelos a los siguientes vectores : H 
RESOLUCIÓN 3 _ Dar respuesta a la pregunta b ). SS A? UA OA MA be PROBLEMA 80 (Seminario Cepre-UNI) la 
Bosquejemos : o AS BEST LB Ara AS 1399 + En el plano XY se tienen 3 vectores A, 
e , , ’ v -3 > x 
B c + Dans Dita y CASB + B y C de igual módulo que forman con 
HA ; * el eje "X" ángulos de 0°, 45° y 90°, res- 
+ RESOLUCION A) 1,0 B) 1,2 C) 0,55 + pectivamente. 
+ a) DPR 7,30 be Calcule la medida del ángulo que forma 
PS RESOLUCIÓN 2 A+B=0. con ekeje X. 
A D 2 E e j 
e > S H 
P o Pe D Daton: A + A) 350,262 B) 30° C) 240° 
IE T 1 B = (1,13) 2D): y 58? 
Š + > 2 .> 45° — 
; AC = AB+AD R E 3 C =A-3B=(0,4-343) X ) ) 9 
¿ ES ES 


FÍSICA SARA O 7 PEA ANÁLISIS VECTORIAL 


0 
[e2] 
m 
ES 
E 
o 
zZ 
D> 
-~ 


f $ ES j% A A A z AA a A 
- RESOLUCIÓN + PROBLEMA 81 Ma = TF Mi+Tj-6R | ia) 22 -(2i-V3)) 
> M= Tio + A B) 222 
Graficando + so Dados : y 5 n 
$ A A A A Ed a t y 
+ A=2i+3j+k b) A+B+C=(4,7,8) $ y) 113) p 2,43) 
ko e a 2 YT 
y > Dia > > > ¡SN ER > j 
Fi + RIE LA+B+C1= V42+7?%+8? 4. (2,13) 
pee ea ¿12 i ` C- 2r A BL A 8 q VT 
k PORR IA+B+C41 = 1129 $ | 
a e > + RESOLUCIÓN 
Dato : A=B=C=k > a EURO mita di ACTA mE 8 ia (45187 + Para facilitar la solución descompone- 
a A s% AEB +07" y 129 s LEN 
P EEND AP + b) La suma de los vectores unitarios d ¿ mos B. : . 
> k Ma A+B+C con el de B-90 >? e eS ERA 
B=IV2i+2WV2) > i B-2C.= (-4,-8,7) A AA 
2 2 . œ Dar respuesta a la pregunta "b". Ys E 4 B \ 
D $ B-20 o VE EET $ di l 
getn 7 iq CLT 8) Ct) , da > ad3 
Luego : $ A) V129 B) 129 IB -2T 1 = Y 129 de y 
p p \ s 
I PaRrB-0 será: o LLO) 016472) ea EE + Áx E y 
> Y 129 Y 129 a A $ = 
> 142 12 12 A «e A . o A 
PoS R 1t i+k eaat j ES e E) $ i A TEPARA, 
I : e E P A UR 
E $ > 2 ) 45 A=ai s 
P = 1,707 k i - 0,293 k j + RESOLUCIÓN Luego + 2 
* Dat > > B=ai+avV3j 
Graficando : mac hs = sá 0216.16) 14 ARNE ES Ms hipa 
g Ad HAC ARAS AS > A+B = 2ai+av3j 
2 j + LABI =aV22+(143)?2 
pS BENOS O E) 2 
zo Clave: C * ES ; 
+ > a $ LA+B. 1 =avV7 
RE E, + 2 
$ l : PROBLEMA 82 (Sem. CEPRE-UNI 20004)  * > OAAN3) 
? O f HRAB VT 
+ a) Cálculo del vector unitario de : Si A = al y B = 2a, encontrar un vec- % 
> tor unitario antiparalelo a la resultante + pis (2,13) 
s Mi RRA de ambos vectores. E i A+B V7 
ba 208 a A Su vector antiparalelo será : - >> 
S M= AFC- B =(4,1,-8) > 
- Luego : E + Luego : 
a = 360 -9 $ M= |2+0-B|-=V4?+7?+6? + > E) 
, de . H antiparalelo N V7 
>>> e 
a = 350,26? $ M=1A+C-Bl = 101 E ; 
> 3 > Clave: D 
Clave: A $ E CM (A, 10) s : 
=} M M 101 + 
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PROBLEMA 83 (Sem. CEPRE-UNI 2000-) 
A A ROA 
Si: a=06i+08j y b=(2i+j)1/V5 


. AEN > > 
son los vectores unitarios de A y B res- 
pectivamente. Hállese las magnitudes 


de AyB, si A+B=5i+5j 


AJA =5 BA =V5 C)JA=5 
B=5 B=5 B 2v5 
DJA = V5 EJA=2V5 
B=VvV5 B=vWV5 
RESOLUCIÓN 
Datos : 
6 8 
Pg= B= (06:08) = (35-35) 
> p 
"g J5 
Por teoría : 
A=A Wa 
> > 
A=A-a 
Dee 0708 
R- afia) 
B=B-4g 
> NO 1 
2-2 (6x7) 
Luego 
e BA E A p 
Ska Mio Ms NG 
Pero 
> “A A 
; A+B = 5i+5j ... dato 
Igualando 
6A '2B 
— y == SA 
o m a a 


o e e do e o o o do do do o go o go e e e de o e e e o 


e > 


4 
+ 
+ 
+ 
> 
+ 
+ 
+ 
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fs 
«e 
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fe 
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S> 


ʻ 


pa 
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ooe e 


T- $ t 
Resolviendo de (I) y (II) : 
D =D) 
BoNo 2 
Clave: C) 


PROBLEMA 84 (Sem. CEPRE-UNI 2000-11) 


Dado el vector : 
> A A ; A 
A=mi-mj +3 (m-1)h 


sim e IR ym <0. ¿Para que valor 


> CAGA 
de m el vector "A " es unitario? 


A) - 1 B) 0,5 C) 0,1 
D) 0,36 E) - 0,64 
RESOLUCIÓN 
A A A 
SN Ae mi=mj+3(m-1)h 
TT 3 é 
Si A es unitario, entonces: A = 1 
Luego : 
1 2 
2 A Uy, -4d i 
m“+m e l 1 
Desarrollando : 
D 0 m?-2m+1 nm 
E 16 T 


33m?-2m-15 = 0 


Aplicando fórmula de ecuación 
ca. 


-B+WVB?-4AC 


Si: Ax?+Bx+C=0 ¡x= JA 


=(-2)+V(-2)?-4x33x(-15) 


2x 33 


_ 1+4V31 
E 288 


m 


Resolviendo : 


1 ISICA Aa O 9 VOS ANÁLISIS VECTORIAL 


E 1+4Y431 X 
1 33 
1-4V31 / 
mare oa Gm- L0 
moy = AGA 


Clave: E * 


PROBLEMA 85 (Sem. CEPRE-UNI 97-11) 
Dados los vectores : 


A 


RS A 
= 31+2/+10% 


RSE 

Ba ibi 
A A A 
Cira 


hallar el vector unitario u si se sabe x 
f que el vector 


tante de los tres vectores satisface la re- * 
f lación : 


> 
unitario. y R de la resul- 


A A 
> > 57 21 
A 
A A A A 
12i+5j 12j+5 
ni 13 ) 13 
A A A k 
< 121257 12 +5 
2 13 o) 13 
A A 
E) 12i-5% 
ñ 13 
RESOLUCIÓN 
Datos : 
> 
ALE E3 19.100) 
o 
> 
CEI Dd) 
Luego : 
Fe riña ib 08 


> 


> R (=6,0,8) i oa 
E R goo i it 
+ Nos piden "u" = ?? 

$ E A 21% 

+ 1 po bae L ii k 

: ds k 5 ) 

7 3 a IETA 

> Pe = NE ES R N a 

$ | 50045 Jr 1956 En TE | 
4 

z > (12,0,5) ; 
* Resol ; = 

> esolviendo u 13 

+ Observamos : 

ES 

5 tacta t [169 

2 Pat = sredim l 

+ 13 169 

$. ¡Cumple con la condición! 

% 
3 ERA 

> Ho i O 

dd Clave: E 
ES A 
pa 

+ PROBLEMA 86 (Sem. CEPRE-UNI 2000.) 


Si g = K + B +0 , Obtener el vector 

P cuya magnitud es 8 y es paralelo al 
> 

vector S. 


O h mon 
> a td 


H A aaa 7 0 AAA E. TARAZONA T. 


MN ANÁLISIS VECTORIAL 


A A A A + > -> % 
a O 1 A Ta e A 
5 ódulo sea unidades. % y 
5 24 y e y IA+B 1 + Resolviendo : 
Mas A Kde d ee $ mes Ñ 
E) TR E P 5 A A +4 R =(16,-4,8) 
+ CARA) + a 
RESOLUCIÓN ji 2 Rs 4(4,-1,2) 
Calculemos las componentes cartesianas + Z- í Si 9 A > POESIA, 
de cada vector. k J) ES R = 4/42+12,92 


A 
>>> 


AT =(2,3) B) CO =(1,2) ; VJI 
C 


“ Clave: B x Nos piden: 


v eN 
de WE CT 2) so b e 
ola PROBLEMA 88 (Sem. CEPRE-UNI 98-1) AA DUR AP 
es E) gL (=2,1) Dados los vectores : 4 Luego : : 
+ 2 > A EEN A + Ss ME 
+ RESOLUCIÓN o Am Aire 6% » o R o y Dy 
ps Suponemos para facilitar el cálculo : Len Ale CAPA O NO RR 
ki ) A B = 2i-4j+8k > 3 Y 
+ Hallemos las expresiones vectoriales de a AR $ 
y z y P Hallar un vector D “cuya magnitud sea + Da 22 40 10 
y p 4 Unida denn y sea paralelo al vector Ë e 
y N >; 
+ e <A del 2AB $ | 
o o % ANITE AA a 
$ L y 4ijt2k a Lue T NA 
: a “a o S 
+ 5 a 3 21 4 121 A Clave: C 
pe S : : A A de . 
> AT TRR] œ 221 (4i-j+2k) s 
s B=5kj 21 $ PROBLEMA 89 
+ T 4 A ASA . ¿Se «tienen los vectores Ha 3542) 
+ sa D) =(21-4j+k) + > A A WETAN Ja 
> v 21 


A A 

ER kri 8k) 
> 
B 


/ A E T 
$ A TON p B= Li RARO ais, ¿Cuáles 
> A+ = akci +2j)| J 4 21 a Ti + son los valores mínimos y enteros de a 
21 


"+ y b de tal manera que A+ B 
? $ sea pa- 
+ IAB 1 -= 4k V12+22 ao y 2 ralelo a B+C. 
y RESOLUCIÓN » k 
$ I2+B1 = 45k] Da” oc Ma=4: Bas} Ca? 
% -n lib in b=2 b=3 
% : , $ 
+ Nos piden : A=(4,6,-6) Ral E)a =2 
A r. > => =) > > z Š = 
PROBLEMA 87 (Sem. CEPRE-UNI 974) + C=?? ¡C//A+B ; C = V5 (dato) B= (2,-4,8) e oore Ca 
pen + R y s e 3 
Consideremos los vectores Z y B de + Por propiedad : AN g El 2a) s RESOLUCION 
igual módulo , mostrados en la figura. $ g A+B Hallemos : : 3 qlo: 
Halle un vector C tal que sea paralelo $ AE > > A (3,2) 
ES 


Y 
ll 
N 
D] 
q 
a 
l 
o 
y 
> 


cu Ñ : ; FÍSICA ARRE AA -o 
UZCA! rs 7 2 ra E. TARAZONA T. 73 RR ANÁLISIS VECTORIAL 


; y =% fea 1 j > «e 
B=- (249 pe Son : UDA//B => A=RkB ES Observamos que para cualquier valor de 
> D ; $ mao aci Es COS Mii A t" cumplirá con la condición. | 
; A : $ = TE cualquier número real | 
Hallar "a" y "b" mínimos. SÍ: > * TD t= z IV) £ : cualquier # real * t+l1=k(1-1) ye cualquier número real. 
| >. a a => t+l=k-k = < Clave: D 
A+B//B+C 2 A) Sólo I , es correcto =k-Rt 0 (00) > === 
j k y : 
Por teoría : > B) Sólo I , II y IV son correctos * 2 A = A O: z 3 PROBLEMA 91 
Da > A A 
20) Sólo I, II y II son correctos bea A + El vector C = 5 i +3j Ma descompone 
k=4| r 
k: # real $ n D) Todos son correctos «+ en dos vectores z ¿ds B , paralelos, a 
Reemplazando : $ E) Ninguna es correcta Reemplazando el valor de k en (a): $ los vectores KODE 4 y Aa 5j : 
í * respect , E 
B+ r = (-2+0,4+b) Ze © RESOLUCIÓN E 4t s pectivamente Halle las magni 
B+C ÓN + tudes de los vectores A y B. ` 
ds % A=(t+1, 2 pe 
A+B =(1,6) È Datos : y ( ) t =:3/5 * AJA = 245 B) A =V5 
(-2+a ,4+b) = (1,6) = (R,6k) e ECETIA a + BEN 20 B = 13 
`. > =??? i: A A pa á 
Resolviendo : > a IA IV) R gasi TaJ MEEI (1) ls O ASNB D) A =2V5 
Cara =k >. a =k+2 o A 5 5 5 + Be a B = 2V26 
DAB- ci i + ce 
4+b=6k > b=6k-4 a EUR ETA + 
be y Roi Š En los datos y sumando : RS: 2 + E) A=V6 
Serán mínimos si k es minimo y entero. +. à pi pE 
$ REREN ES eP 
> bail È: R T T) Papeis ri 
a $ 2 
=1+2=3 % TE n 
eea k? + (2,3 EANEAO Hacemos un artificio H 
$ y 
la =3] $ A a + 
. el A - B = = — ( 4 , 3 ) 
! z z 275 : 
> 23 + 2 Eec s t0 í Pa 
Clave. Igualando 2 CUA 5t) {43 a 
UIE AaB = al E (2): é 
-> Da 
PROBLEMA 90 (Sem. CEPRE-UNI 99-1) pd e LALE DBI p 2 
: pe ero : s 
Sean los vectores : i > Reemplazando : PPLP PIP $ 
= + 1)0+2) y eS > i sz + URBE + 
K s TE naar Lo > 
B = (1-t)i {t2 )J + Reconociendo de (1) en (2) ¿+ Según los ig C se descompone en 
donde ¿> 0. Los valores de "!" para Resolviendo % dos vectores A y B. 


que se cumpla que * A E E E S 


E a a a 
popop TS 


4 + 
D AB- Ci J s 20 A a i 
I) A=B Br 4t=0 E + ¡-j=(2,-1) 
2 $ a / : 
TII) A//B pS 15 ¿ k 4 
> t|—='*+4|=0 pa Ss 
: 4 =-3 


+ yrd 
IRR + A m21) | úl 
+ . 


SUZCANA 


A A 
//1+5]=(1,5) 


m(2,-1)+n(1,5) 
(5,3) = (2m+n,-m+5n) 


Reemplazando en (I) y (II) : 


2(2,-1)= (4,-2) 
1(1,5) = (1,5) 


= 1 42+2?* = 120 
= 112452 = 426 


otro método de resolución, ver prob. 93 


PROBLEMA 92 
>> EOS 
Si u ,v ,w son tres vectores unitarios 
> > 
y además TaN 3 +2 w = 0 entonces el 


e > > 
ángulo entre v yw es: 


son unitarios 


2 
Do 


oar ES pen 
+ Además : AE A A 
o A 
7 Similar a : A+B+C=0 
> Significa que forman un triángulo cerra- 
+ do. de 
ES v 
1 
v 
> LN 
p 2% 
y Si tomamos el módulo a cada lado del 
5 
13 
+ q: ý 
pa 
se 
pe 2 
2 Al redibujar el triángulo. 
> 


error rr rr 


se 
> de 


ES 


de 


ka 


Lo e 
D o 


>o 


2 
s 


pa 


ES 


PROBLEMA 93 


tores a =21=]. yeb 


EE 00E0EO OO RIN 


Notamos que 
los lados del A 
son semejantes 
a un Ñ notable 


Clave.: E 


Otro método de resolución, ver prob. 94 


A A 
5i+3j se descompone en 


> > 

dos vectores A y B paralelos a los vec- 
> DN => A A 

= i+5j respec- 


FÍSICA ses 


ANÁLISIS VECTORIAL 


pa 


$ j > > 
* el ángulo entre v y w es: 


tivamente. Halle las magnitudes de los 


t A yB pa 
vectores y ; y t 
pas $ EER i * A) 0? B) 307 €) 45 
A)2V5 ; V26 By V5 ; VI3 + , 
AN 0 D) 6D: E) 120° 
C) V5 ; V26 WND 21426 9 
E) V6 ; V24 + RESOLUCIÓN 
A A DEDS 
RESOLUCIÓN è O: u,v, w son vectores unitarios 
Lo haremos por el método gráfico y ayu- * U E 
dándonos con las cuadrículas. ¿ De la condición : 
y pS A — >, 
Graficamos los vectores : c =(5,3) ES VERS SNH 
% ew N pul 
y también: (2,-1) y (1,5) o MRE o E F 
4 ES a EEN $ ie ERA 
= SNBA EN 


e l 


% A a 
w AAA As N A 


+ Por la regla del paralelogramo: 
+ 1v2+(20)2+2-v-(2w )cos® V3 
E AEE a E Íxc00 0 = 19 


5+4c0s5.8 = 3 


"B" desde la cabeza del vector notamos + 


que corta exactamente en los puntos "P" ¥ : cos 0.= 1/2 
y Qa O i es Luego: 10 =:198* 
A o US ER, <- Clave: E 
A=0P=(4,-2) , B=0Q =(1,5) + AS 
IS 2 
Los módulos de A y B serán : “e 
de j 9 9 9 f 20 * 3 y ARIES a) 
AE + y œ {cos 120° = cos ( 90°+ 30°) sen 30: 
B:=11?%+5* = 126 : 


* PROBLEMA 95 (Sem. CEPRE-UNI 97-11) 
Consideremos los siguientes vectores : 


2 
Ó 
2 
se 
0 
57 
A 
$e 
$, 
e 
e 


57 
D 


E -= A 2 A 

: AE 
PROBLEMA 94 2 e edad 
SE AS ba B NI 
Si u ,v ,w son tres vectores unitarios y .. EUR A 
ze C=1+(1+2:)/ 


e > > > >» eS 
además : v+V3u+2w = 0; entonces “; 


Da 


AN res 76 a E. TARAZONA T. 


FÍSICA EIA T 1 AAA ANÁLISIS VECTORIAL 


v e . . 
E a Cee Ta $ r(x+1)”= (1+1)(1+3x) siea a] V2 + Aao Bra V2b 
> pa 
È x 7% o o 
Halle > (a+tjlr(xt1)-(1+3x)]l = 0 2+C UM eN + C)2a-V2b D)2a+V12b. 


(O) a 


A A ; > 
D=(x+12)(i+j) tal que D < 2 (er1)(«?-2=-1) =0 + E) Faltan datos 


= (1-412,4-312) e ; 
(+ 11d2*-2+ 1-2) 20 $ RESOLUCIÓN 


A A 
A) (212 +1)(¿+]) Damos forma a : B+C 


ES 
% 
% 
o 
o 08 * Grafiquemos el cuadrado y los vectores 
de 2 ini C 
B) i+j $ cnf- n-a ejan Bo | $ respectivos. | 
NA pe B+C = CIENZ AININ sa ES An 
C) (12+1)(1+]) yi Factorizando : j + Tener presente [A = A-Ha (teoría) 
INEA * 
D) (12-1)(i+j) è (x+1)(2-1-12)(x-1+42)=0 B+C = 7-2, 4V2-6) F a 
E)B y D $ Igualando a cero cada factor. tn y 
E ES = — (2- ca 
RESOLUCIÓN K AA E B+C = yg (2-V2 ,6-4V2) 
Nos piden : po sa £ > > ; 
ple AA ps -1- 12 =0 > 21=1Y2+1 Notarios A+ C // B+C'; pero llevan di- $ 
D=(x+V12)(i+j) 5; D<2 p x-1442=0 > x=1-42 § recciones opuestas. Puede también con- + 
Datos : p ; ANA siderarse solución al problema, en vista % 
2y 2 a Evaluando si cumple la condición D < 2 que no especifica más datos en el enun- ; 
ARAN $ Sabemos : ciado. 
> 
B=(x-1,x) pa O AN Luego : 
> 
CaNT Td) a E 
ERE ; % D=(x+V2) 12412 ... (Módulo de D ) D = (1-V2+V2)(1,1) 
emás pa pupa 
4 ZjVZ > E 
Mili rot) pa D = (x+12) Dis EERS AE 
+ D=Y2x+2 : 
B + C =(x,1+3x) ES ; Pe .. {Este prob. admite 2 soluciones 
1 % da ix es negativo . f a P 
Dicen : a a 4 pa Si D<2 => x<0 ;[x" es negativo! Clave: E è En el triángulo sombreado : 
A+C//B+ + "on 1 y : E Ek S YIEE 
+ Los valores de "x" que cump en aon : PROBLEMA 96 > NP = NO+0P _ 
Luego : + 2y =-=1 EN : A 2 
E LeS) y Ja Si "O" es el centro del cuadrado y a y b * 2a =c+V2b 
e A ES Aa FAEN? son unitarios, halle la expresión del vec- + i 
> > e : 
Pero: ke R $ Si |x ad tor e” en términos de a y b. Considere $% o a 
Igualando componentes > EN lado del cuadrado : 2 $ Clave: È 
x+1 + AFC (0,0) A . === 
a x+1=kx > kz Ds. e ASE, + 
le pe BC = (71,2) + 
3 2 
b) x +2x+1=kRk(1+3x) v 3% v 
* Luego: A+C//B+C £ PROBLEMA 97 | E 
Reemplazando (1) : * Todo vector nulo es paralelo a cualquier + En el gráfico lal=1bly ACB es 
+ e 
x+1 o > 
A = EH t3) % > 


> 
$ 
J 
© 


vector un cuarto de circunferencia. Halle DC 
% Se > > 

i + Se anana o K x a a $ 

eS : i eT 


pa 


RESOLUCIÓN 
Haciendo uso de la geometría calcula- 
mos las medidas | Ob ly | DC 1. 


* Radio de la circunferencia = R 


R =04.=0B = 0C.=mvV2 


OD = m| 


Luego: IDC1=mV2-m 


DC = m(N2-1)| 


Graficando los vectores : 
A 


e a e e o oe ge o ogo gE le ogo go o o o ogo o lo o o o go a o oo o e lo e o e e e e e 


Llamemos 
-> 
OD = y 
DO << 17 
de 
En el [x sombreado: y = pa 
Pero : EME 
> > 
y E 
YES SE 
SS 
Y 
Reemplazando : 
> mil) E z) 
o A AEEA ë hands bea 
m INR 
Clave: D 


PROBLEMA 98 


La figura mostrada es un cuadrado. 
i > / 
Determine el vector x, expresado en 


función de los AT eta 1 y JA 


. 


e 
AO) B)3(V2+1)((+)) 
OZD d+ Dr3(V2-1)(¿+J) 
E) (NZ +1)(6046/) ; 


RESOLUCIÓN 
Haciendo uso de la geometría : 


En la figura : 
6-3V2 


Ii 


(Modulo de z 


P e 


Redibujando 
A DI 


L 


OB = OÙ + GÈ 


E A ETAN 


E. TARAZONA T. | FÍSICA ara 7 9 y 


pa 


%.A) [6/1 b= 
b 


PE ANÁLISIS VECTORIAL 


: PROBLEMA 99 


> En la figura halle pá en función de los- 


+ Vectores a y Be 


i 


21-11(5+a72) 


, 


B) [b71 


y 


IMA A/A) 


> 

a/ 

=> 

+a/2 E A á 
C) 1b/1b-a7/ 
> 


D) 1b/15+2/2 1-11(b+a7/2) 


y 


> 


Aca r2 11108072) 


RESOLUCIÓN 


Haciendo uso de la geometría hacemos 
trazos auxiliares. 


+ * Notamos "P" punto medio de BD. 
m * En el ES sombreado : 


=> -a A% 

cty ao 
E 
enel 0 


eto Po-2/20% E 


Notamos que el radio de la circunferen- e 


ENS j > $ 
cia tiene módulo | b | = b + 
ps o E 
> Da 
Luego: Ixl =b-c + S 
eN ES > i 
Pero : c//x == tt > * Noreste, sig- 
co .x + hos 
+ nifica que se 
A, OAG Pla fi desplaza a 
T ES c o $ 45° del este. 
v 
BR b Z > Los desplazamientos lo expresamos. co- 
y = les 1 J ¿ Mo vectores : 
y pi e EG n a AE aea ERT d 
s R=A+B+C 
A a A AoA 
$ R=3j+2V2i+2V2j-8i 
& m A BOS A 
R=(2V12-8)i+(2/2+3)j 


PROBLEMA 100 
Un camión efectúa los siguientes despla- ,, 


(Sem. CEPRE-UNI 99-1) 
zamientos consecutivos : 3 km al Norte, 
4 km al Noreste y 8 km al Oeste. 


a) ¿Cuál es el vector desplazamiento 
resultante? 


b) ¿Cuál es el ángulo que forma este « 


vector con el eje E - 0? 


A) 37/2 B) 131,6? C) 532 
D) 23° E) 10° 
RESOLUCIÓN 


Hacemos coincidir los puntos cardinales 
con los ejes cartesianos. 


Si hay algún vector que tenga como di- 
rección ángulo notable, se descompone * 
para hallar sus es rectangula- 
res. 


* V% = 1,41 


También : 


e 
> 
pe 
rallada 
+ = A A 
54 R = (- 5,17 ¿+5,83 j) km 
+ 


» tg 0 = 1,1277 

* Mediante tablas o calculadora : 

À 9 = 48,4° 

ps Clave: 


$s 
pS 


$ PROBLEMA 101 (Sem. CEPREUNI 994) 


+ La suma de los toran A B y C, d 
+ igual longitud, todos. „ellos en el plan 


A XY es cero. Si E = X hallar el módulc 


de la diferencia B - œ E 


A) 2 B) V3 C) V6 
D) 1 E) 2V3 
RESOLUCIÓN 
Rito Ad TT] 2 
Datos: * A+B+C=0 Ade 


*A=B=C=1l 


Graficando el triángulo equilátero y ha- 


llando las componentes cartesianas de + 


cada vector. 


Y B 


* a) 


+ bi 


"e 


Le e 
+ o 


ES 
pa 
v A) 
Lora «e 
D 
em yj ES 
% 
o A «e 
A =1 $ 
A v 
> f FA p 
= -7+7 j E 
2 2 sl de 
> 32 12 pa 
Cie jo 
AA : 
i y $ 0) 
Nos piden BCS? ES 
q eS 
A A +% 
pa ESA E. 
O AE E ae $ 
» D) 
ES v3 ^ > 
B-C=2x J 5 
2 $% 
pa aon a X 
B-C=NW3)j d 
BOS + E) 
Clave: B +, 


PROBLEMA 102 (Sem. CEPRE-UNI 2000-11) 


T > > > À 
Si los vectores M4 ,Ho Hg son uni- 


tarios 


: 
> 


Halle las componentes del vector A 


de módulo 10u , a lo largo de las 
direcciones definidas por c/u de los 
vectores unitarios. 


se ANS 
Exprese el vector u ¿ en función de 


Es pa 
Hi Y Ho: 


R ES top 
a) 64 ¿SH237743 > 
12 > 
b) 2 (14,+Hg9) 
En a 
a) 341544953 


7 ANN a DN A 
bd (17H) 


24,+Hu 

1 

E 7 
=y > > 

a) -64,;8H35Hg3 
¿E 


> t 5 
a)-6u4 ; 8H V2 ug 


TOL S 
b) Ja a 


* RESOLUCIÓN 


* a) Cálculo de las componentes de Z. 


Pae 82 


E b) Ubicamos los vectores unitarios en 


un triángulo rectángulo. 


2 
PEA 


ss 
>> 


> 
La componente de A sobre "u į" será : 


E 


Recordar : Ma LAT 


; Luego : 
2° En la figura anterior la componente RNN GUN Y 
vertical tiene 8 unidades M+N =P 
> 
> 1. > 
Mig: = Y2 (41, +Ha 


* 0 = 180 - 98” 


PROBLEMA 103 

En el sistema mostrado determine el 
módulo del vector resultante, el cual se 
encuentra a lo largo del eje X. 


Nos dicen que la resultante esta sobre 
el eje "X" luego la resultante sobre el 
eje "Y" es cero. 


A] , ik > 
Es decir : IM 


Az = 10 cos 82° 


El D de 8? y 82” tiene como lados. 


La resultante será : 


LA e e e e e e e e e e e e e e e 


> RESOLUCIÓN PROBLEMA 104 (Sem. CEPRE-UNI 98-) 


> Hallamos las componentes cartesianas 
A o de cada vector. 


componente "X" igual a 3V2 y compo- 4 


A 

: RR, =(6+1613 -16)1 
H : 
> A 
$ A) (213 -10)4 B)8V3i X 

A R =(8N3-10)1 
$ O 8V3- 10)5 D) (10+4V3 )¿ PTE 
¿B161 


La figura muestra tres vectores en el pe 
plano XY. Si el vector resultante tiene * z 


E. TARAZONA T. $ FÍSICA A O 3 Ds ANÁLISIS VECTORIAL 


Es nente "Y" igual a 7V2 , entonces | A | 
s > 
% y IB 1, son respectivamente : - 


Ea as il B3;5 C) Dail 
> D) 14; 2 E)1;15 


he > RES OLUCIÓN 


> + Descomponemos vectores en los ejes car- - 
* tesianos. 
ES 


Á B+A = 16 SRAY 


R, =17 V2 

M ee aE E A 
2 2 

A-B 14  .. (ID 
Resolviendo de (DS aP: 
A S 15 
B=1 
Clave: A 


PROBLEMA 105 
Si las componentes rectangulares de un 


vector A en el sistema de coordenadas X 
eY sonA,=5yA,= 513, hallar 


las componentes A,. y A % respecti- 
> 

vamente del vector A , en el sistema de 

coordenadas X'Y”. 


YA 


X 


A) 10; 6 B)8;6 A 374 
D) 10 ; 8 E)6;8 
RESOLUCIÓN 


— 
Supongamos el vector A = (A, ¡A,) 


* Notamos lx notable : 
E IO 


ES 


ES 


AS 


e 


% 
pa 


ú 
a 
pa 

ee 


>> >< 


o 
> 


Luego : 


A = 10| 


Nos piden las componentes en el nue 
vo sistema de coordenadas X’ Y’ 


* Observar que el "nuevo" ángulo qu 
hace el vector A con X’ será : 
60°- 23°=37° 


* A de 37° es notable. 
Luego : 


Clave: 


PROBLEMA 106 
Sobre un cuerpo actúan 3 fuerzas : e 


módulo de F ¡ es 25 N y actúa en la di4 


rección de 30% al Norte del Este, e 
módulo de F y es TON y actúa haci 


el Norte. 


—> 
La magnitud de F, es 55N y actú 


hacia el Sur Oeste. 
tud de la resultante? 


¿Cuál es la magni 


A) 60N B) 30N 
C) 46,89N D) 43,61N 
E) 10N 


RESOLUCIÓN 


FÍSICA ENSE O O AA ANÁLISIS VECTORIAL 


+ PROBLEMA 107 
7 En el sistema mostrado, hallar el mó- 
~+ dulo del vector resultante. 


o 
5 


Si los puntos cardinales fueran : 


te 
poa 


Graficamos : 


PEES 


te 


$, 
k 


CESTA 
Pr. 


s A) 126 


B)10V13  C)6vV2 
* D)10V26  E)2V26 


e 

* RESOLUCIÓN 

+ Observamos que los ángulos no son no- 
tables. Hacemos el artificio de girar 22° 
¿+ en sentido horario. 


ES A o 
+ Los vectores se acomodarán así : 


Las resultantes en cada eje serán : 


R,=1251V3-27,5 12 
Ry, 17,24] 
R, = 70+12,5 - 27,5 V2 
R 504861 E Finalmente quedarán : 
y Š a 
dl 50 
La resultante será : 0 
-Vr?2,R2 + 
Ln T F 3$ 12 50 y 
R = 46,89 $ 
Clave: C % 16 


pS 


e 


CUZCAN B_QR_RR——o ooo. RIOS 
R 


R 


50 — 12 


x 


50 - 16 


y 


e 


38 


34 


tl 


R = V 3824342 


R = 10126 


PROBLEMA 108 


El módulo del vector A es igual al 
módulo de la resultante de los vectores 
mostrados en la figura, además el vector 


Clave: D 


A es Porosi al vector C = 3044) 


Hallar K ¿ 


15u 


A)(3,4) 
D) (12,6) 


RESOLUCIÓN 


25u 
B)(8,6) 01912) 
E) (12,4) 


* Dato: | R | de los 2 vectores es igual 


a FAN. 


* Hacemos girar 9° 
rario a los vectores . 


Entonces : 


en sentido ho- 


+ A 
+ Descomponemos el vector de 25 unida- 


+ 


ES ES 
Len... 


O 


Luego : 


además : 


A A 
Ussivape e CENGLA bos 


Nos piden ADE 


Recuerde : 


PROBLEMA 109 


Hallar la 


mostrada, si : 


-= A 
= (18/13)(3+2j)m 


15 15 
20 
R: =:20 
A= R = 20 (dato) 


DITA 
AS 
ls C 
A A 
R = 20(3i+4j) 
9 
> A A 
A= 12:+4) 


Clave: 


distancia "h" en la figura 


FÍSICA area 


A) V 18 B)V13/13 C)vV13 
D) 18/43  E)2/V13 


RESOLUCIÓN 
De acuerdo al dato : 


> 
a => ESE 


En la figura original : 
Y Po(4; a 


BO O A 


* Observamos , punto "Q " 


ANÁLISIS VECTORIAL 


+ * Si "x" es- conocido, graficamos el 


2 
Da 
z 


“Ex superior 


Fo(455) 


2 2/13 
* E 
a ET A 
ly-51 -2 
5 3 
Como- 5 > yi> A 


* Nos piden "h" 


Clave: B 


Otra forma de resolver, ver prob. 131 


+ PROBLEMA 110 


* De la figura mostrada, hallar el vector : 


* Observamos también "0" se repite en « 


los triángulos sombreados. 


o RO 
eo Aia 3 


ES 


Bar2bacrada Bs 


we E. TARAZONA T. $ FISICA a DD a ANÁLISIS VECTORIAL ye 
23 UR d E «e BN A 
A). 2a B) 0 + PROBLEMA 111 PROBLEMA 112 > A=k 
OIL D byi a Hallar el vector resultante del conjunto En la figura se muestra un cubo de Ë RDA 
ae + de vectores que se encuentran acotados P arista a = 2. Si P y Q son puntos + B=i 
) ¿ Por el cubo de 2m de lado. medios de las caras, determine el vector $ Cas 
RESOLUCIÓN È PD ente a ra aea 


Grafiquemos y veamos qué relación exis- * Bao 5 * Luego : 
te entre los vectores. No olvidar que ., E 
dos vectores son idénticos si tienen igual + 


módulo y son paralelos. 


PD = A+B+C 


PD = AR 


ARIAS 


q A A 

+ $ PD- ix 2j+k | > 

> A Sy A S 

+ A)4j m B) 0 C) 2k m Clave.: A 
de A A . 

+ D)2jm E) 2im 


f, 


Otra forma de solución, ver prob. 114 3 


D 


% A AROMA A A 
* RESOLUCIÓN A) ¡+2 j+k B)i+2j K 
+ Ubicamos los vectores uno a continua-f C) ¡eN D) 25 va PROBLEMA 113 (Sem. CEPRE-UNI 97.11) 
* ción del otro, la resultante une el punto A ADIRE A + Hallar el vector resultante del conjunto 
+ inicial con el final. E)k+2i+j : + de vectores mostrados en el cubo de 2 m 
A È s de lado. 
y RESOLUCIÓN > 
3 Redibujamos el cubo y expresamos el : 7 
E vector” PD como suma de vectores pa- + 
% ralelos a los ejes cartesianos. E 
Nos piden : + Recordar : Que un vector paralelo al eje a 
a cartesiano se escribe por su módulo «+ 
O a E AE T + 
E =3a+2b+c+4d+3e+f 4 acompañado por su vector unitario G j f 7 
Desdoblando : bl ó R) D 
s Así: $ 
$ 4 A A 
PaarliPridrero+2(arb)+20+2d $ $ Aak Bras le 
0 0 pa ES $ 
+ Observamos la resultante "R” es para- 3 to ia x Re Dí ps A 
ER e ay a CRA + lela al eje "Y", como el cubo es de 2m7 ! ¿4 3 
E =2(a+b+e+żd)=2(c+d+e) $ de arista. £3 o A 
—— A - 7] + E)(2i)m 
c 0 ES 3 . H > z 
a EE 2 E =(27)mi ¡y 3 RESOLUCIÓN 
«e A rx 2 : 
E 32540 % Clave: D A > * Hallamos las coordenadas cartesianas 
O ¿e J + de cada vértice del cubo de 2m de 
ES D FEE i a ? z a e ba arista. 
: B* tri ` le resolver, ver prob. 11: 
A + T TOTEE AE TEETE AEE K * Denotamos a cada vector con una le- 
de K E eN 


tra. 


pss E. TARAZONA T. 


las coordenadas final e inicial. 


$s 
Da 


s A A A 
+ A)i+2j+k 
Recuerde : El vector se define restando ;. NIINA 
a CFLEZ IR 


A A 
D) 2j 


NIN 


+ E)2i-¡+k 


Así 

Sar s 
A=(0,0,0)-(0,2,0)=(0,-2,0) 
B =(2,2,2)-(0,0,0)=(2,2,2) > 
> > 
Qe (072,2): 0250) 2): (ries 22.00) % 
D =(0,0,2)-(2,0,2) = (-2,0,0) 4 
E = (2,0,0)-(0,0,2)=(2,0,-2)% 


La resultante es : 


= AFB C DIE 


> 
R 

A A A 
R=(0,2,0)=0i+2j+0k% 


A 
PROBLEMA 114 


En la figura se muestra un cubo de * 
arista a =2,si P y Q son puntos 
medios de las caras, Determine el vector * 


PD en términos de a J; k 


% RESOLUCIÓN 


> Hallamos las 
+ de los puntos 


id 


Y 


È En la figura : 


Clave: D 5 


PÒ = ELA ak, O 


PD i o TA 


A A A 
PD = i+2j+k 


> PROBLEMA 115 


La figura muestra un paralelepípedo 


+ Hállese el vector resultante. 


A A A 
B2+2/+% 


coordenadas cartesianas 
"p" y "D". 


NAO 
020 


de) 


FÍSICA ERRE 9 l A ANÁLISIS VECTORIAL 


HE 
A A A A 
-6 (ir) B)6i-6j 
A A A 
C)-6i+6j D) 2-2; 
A A 
E)i-j 
RESOLUCIÓN 


€ Ë UN ONB 
012,2, 1) D) £ nl, o 
e 3 v6 


Descomponemos los vectores en direccio- s + E)1(1,2,1) 


nes de los ejes cartesianos. 


Observar que las aristas del paralelo- x 


gramo tienen medidas 2,3 y 2. 


da: ak 203 JH (3/=21) 


R 
= rng 


+ [Beh 


PROBLEMA 116 


Clave: A * 


La figura muestra un cubo de lado a, eS 
halle el vector unitario de la suma de % 


los vectores mostrados en la figura. 


cada, 
$ RESOLUCIÓN 

* Redibujamos y graficamos el vector de 
, la diagonal como la suma de 3 vectores 
* ortogonales. 


> 
> 


A A A 
ai+aj+ak+aj+al 


A IAN 
2Zai+2aj+ak 


JU =- D, 
i 


EEN 


a PANE E 


Srg V224 2241? =av9 


108 


7 
Da 


> 


y. 


> 


> 
pa 


c UZCANO eeermmm Q2 rar E. im] 


De 


Nos piden: Hp =??? > 
> _E_4Q)2,10 $ 

HRF BN 3d o 

ES 

> 

> AAA A MO $ 
IAE “ 

Clave: C > 

> 

PROBLEMA 117 > 


En la figura determine un vector unita- o 
rio paralelo a la línea CD en el cubo de * 


arista "a" y donde "D" es punto medio « 
de la arista. + 


pa 

+ 

pS 

Ae : 
LEAO 
PARRE 
RESOLUCIÓN 


Graficamos el cubo del problema y en 


> ; m % 
reemplazo de CD lo`escribimos como „ 
una suma de vectores paralelos a los « 


s, 
pa 


ejes cartesianos (ortogonales). = 


Luego 

—> A A a^ 
CD: < a i+aj-yh 
> 
CD =a(-1,1,-1/2) 

1 CD 1 Swa AiL? 4(172)? 
> 9 3 

ICD I T z 


EN 
ElvectorunitarioparaleloaCD es : 


CD__A(-1,1,-1/2) 


+ ¡A——————— 
o ES 

2 
Hop 3 [na 
5 1 
Hi n TUTAR 


* PROBLEMA 118 


Lo 
Halle el vector P, si su 


34 
2 


1 
2 


1) 


| 


Clave: 


módulo es Y 6 u. 


FISICA TIENIE 


Y 
A) CL 2 E2 
C) (27TA 


E) (-4,-2,2) 


RESOLUCIÓN 


Graficamos la cuña y aplicando la teoría + 


2u 


B)(-2,-1,1) 
DEE >= 1:330 


usada en anteriores problemas. 


pa 5 
Si: P//MN 
EN mas 
P IMN] 
Dato: P = V6 
¡iZ 
N 
Y 


A -2f M 
X 

-> A A A 
MN = -2j+2k-4i 
-> A eN 
MN = -4i-2j+2k 
— 
MN:=2(-2,-1,1) 


% ANÁLISIS VECTORIAL 


+ PROBLEMA 119 

Sé ; y y pa 
* Determinar la expresión vectorial de F, 
¿ cuyo módulo es 2V2 y que tiene la 
* misma dirección y sentido que el vector 
ș resultante de los que se muestran en la 
“e figura. 


e ROA 
* A)2(i+j) 
E NN 


OZC Ej) 
y ACA 
pS E) 2j+k 


A INA 


D)2(j+k) 


+ RESOLUCIÓN 
+ Ubicando los vectores uno a con- 
z tinuación del otro, calculamos la resul- 
A => 
+ tante: R. 


Ú 


$, 
pS 


%8 ANÁLISIS VECTORIAL x 


% RESOLUCIÓN 


A a) Cálculo del vector unitario de P K 


$, 
5 


$ A) (1,0,0) B)(2,0,0) 2 9 EPA BR PO-PR 
3 2 C)(0,0,2) D)(0,0,1) A i 
* En la figura 3 EIEEE) A-B =31(-6,4,2)=(-6,4,0)] SS A 
eden > RESOLUCIÓN , | ni a dl A $ 
e alan ctentra en los ejes yz < Graficamos la cuña, para determinar lo A-B = 3 (0,0,2) ys Observamos : MN = 2AB 


e > ; 
ES % vectores A B. Pera de E Jop i 
Grafiquemos a R. od n 2a + Luego: 2P =(0,5,0)-(5,0,0) a 
: “e A-B=(0,0,1) ES SS 
z > ié 2P =:(-5,5,0) 


z 
Q(0;4;2) Clave.: D ¥ 


oa = i AO 
Me + a 


PROBLEMA 121 (Sem. CEPRE-UNI 2001-11) 


pe Hallar los vectores unitarios de los vec- * 5. V 12412+0? 
a >. E, Poes 
tores P y Q. Si A, B y C son puntos me- * 2 
pek WN k PISS «e 
ROU FH ES YES PER dios de los lados del triángulo mostrado +. 5/3 
5 P(65050) E -> H P=5 | 
de en la figura; dar respuesta de u ,, . JS 2 
RENTA. 12 2 X : me A "q 2 
ES Z(m) > 
t Fi + a 3(-1,1,0 
s Mario Fs 312 ; ES TAM to 
Nos piden AL > Dato AAA pza dos 2. 2 
F//R (dato) s BEA EPA EA 52 
Fr P Ed F y + Calculamos : y H 2 5 
P R A > Ph=(0,4,2)-(6,0,0) s z Pp pende 1.0) 
? E 242 ad + fol E , , gÈ: sa kr ; e Ird 2 
ie A s PQ=(-6,4,2) ;1PQ1=- 2114 A a he 
FANPA + Observamos : a a E SL Yim) 
F=2(J+k) X E 
> IPQ I = 24 
Clave: D + ; R y 1,2,-1) p LL 
ETA S > AA A ERA Fea Be 
: : n go R v6 
PROBLEMA 120 (Sem. CEPRE-UNI 97-11) pS 2 + 
AR A o Aeir A A dd 
Dados los vectores A y B cuyos módulos * PR=(0,4,0)-(6,0,0) 6 3 ps 
son A = V14 y: B = V13, determinar z 
las componentes rectangulares del vec- + pp - (ea 0) $I PR I = 2V13 $ E) E E E 
>> > — 
tor A-B. ' ps E ñ 3 6 


Ez re 


py 


* En la figura : 


3. 9> 3 e 


d 


O 


j 
Njo 


wjn ja 


> A A 
= -5k+251+25j 


A 


f A 
J-5k 


=> eR 
[or 


+ 


N 


Au A A 


(IF+J=2k) 


n ja 


5 Lalo 20) 


v12412,22 


wjn 
a 
EN 


PROBLEMA 122 

En el cubo de la figura de 2m de arista, 
>. > > 

se ubican los vectores A , B , y C. De- 


termine el 


vector 


unitario paralelo a 


AAA BOT donde zn es un nú- 


mero entero y arbitrario. 
IZ 


A A 
A) (J+Rk MN 2 


A A 
C)(j+2k) 
MAA 
i+j+k 


E) I5 


IN 5 


A A KE 
B)(2 + 2)/V5 


A A 
D)(¿+2j1/V5 


ES 
q e 


a 
se 


he e 
sd 


Le e e oh 
qe de e e 


$s 
pa 


s, 
«e 


Se ta te te te hs 
OS 


s 


RESOLUCIÓN 


Hallemos las componentes cartesian 
de cada vector. 


Luego : 


> > >> 
R=A-2B+C 


> A A A 
R=-2i-2(-2:-2j)+1(-2 
US A A A 
R=0:+4j]+2k 

+ 


Rie Ud) 


>. pad 
El vector unitario de n(A-2B+(C 


A 
142) 


ss E. TARAZONA 


es el mismo del vector unitario de 


Luego : 


=} 
R 


R 


x 


=% ai pr EA E 

R=A-2B+C 

= (04422) 

a Vo?d+4?2+9? 
= 2V5 


2 LOCA 


A 


E 
R 
R 


] 


Clave: 


An 
"A 


MAE oS ATA Dl DAA 


PRODUCTO ESCALAR 


t 


ANÁLISIS VECTORIAL 


Llamado también producto punto; el resultado es una cantidad escalar. 


Se define como : 


` TRER 
Sean los vectores A y 


INTERPRETACIÓN GEOMÉTRICA 


=} 


B 


Por tanto : 


Luego : 


A 


bre A. 
Luego : 
BR adi 
Proy gr F pi 
Pero : AB -BA 


R.B 
RE 


=A 
=A 


punto 


* Bcos 0 ,es. la proyección del vector B. so- 


B cost 
XA 


están expresados en forma cartesiana. 
— 
A =(a,,43,43) 
29 


R.B = (a,,47,43):(b,,b2,b3) 


O Ejemplo : 
di A-2 U 
B- 20 


RP 8 AO CUA 6 +0 


Rpta. 


PRODUCTO VECTORIAL 


el resultado es otro vector perpendicular a los vectores 


También llamado producto aspa, N ina por la regla de la mano derecha. 


multiplicados. La dirección se 


Se define como : 


Donde : 


C = AB sen 9 


CA AB sen Or. 


1 SICA KERSEET 99 muaa ANÁLISIS VECTORIAL 


* Æ y B están en un mismo plano. 
* Q es perpendicular al plano. 


* La regla de la mano derecha se hace doblando 


los 4 dedos desde Z hasta B' ; como si rotara 
un ángulo "9"; el pulgar indica la dirección 


Importante 


¡AB | = ABsena =A-h =b:h 


_—— 


3:>3 : 
y B estan expresados en forma cartesiana: = (a> asaz) 


=(b1, ba, b3) 


AA 

da A A A 
ao %g|= (a@zbg-b,a3)i-(a;bg-bj@g)j+(ajbz-b]a,)k 
by b; 


ss E. TARAZONA $: 


n 100m 


AN 
CUÚZCAN M 


PROBLEMA 123 (Sem. CEPRE-UNI 2000-1) + PROBLEMA 124 (Sem. CEPRE-UNI P 1) 
A 


€ > “ae * na 
Dados los Ha E a + Se dan los vectores ¿a sai. 3j 
0 $ j > 4 pl pr > A 
A=2i+2V3j 5 B=4i Bio Vore bak Se pide 
* evaluar el ángulo que forma los vectores 


> > 


>> >> ' 
Entonces A-B y | AxB | son respecti- * 
a 2 (a+b)y oa 


vamente. 

y o aa Aa aa niae] me [7] 
C)8; 6V3 D) 8V3 ;4 > 716 7 

E) Faltan datos + se 

RESOLUCIÓN + C) cos 7! na | D) cos.. I E | 
Datos : ž o APY J 


Pla aa A = 4 E) coat ES 
E e a ER 


> > 
a) Cálculo del producto escalar A - B 


B=(4,0) > B ; 
$ RESOLUCIÓN 
po Datos : 


ABE (2,213 )-64,0) 
A A 
7.B =(2x4+2V3x0) : a a 10,970) 
te w 
[R.B -= 8| Rpta. 2 bam i+2k=(-1,0,2) 
b) Cálculo del producto vectorial (en « > o ER Tna) 
módulo): | A x B | z 
>> ca > > > > 
Sabemos : | AxB 1 = AB sen 0 + Calculamos a+ p oyati 
> > 
Pero : a ENI ,2)= 
Hallamos "9" aprovechando el cálculo * AE S 
anterior > ate = 424 1 B 
=) => á E ord 
A-B = AB cos 0 > Hallemos ahora el ángulo entre A y B. 
8 =4x4xc0s 0 7 (Gr aficarlo resultaría muy tedioso, mejor 
1 + + hacemos uso del producto escalar). 
cos 0 = y => o = 607| > 3 
> A = AB cos 6 
Finalmente : + 
>> P sg 3 i 3 ED, OR, | 
EA B e AB sen O = 4x4 x sen 60? pä (1,3,2)-(2,4,-1)= 124342” N2444" cost 
a t 1x2+3x4+2x(- 1)=(V 14) 021) cos 0 
> > E x F 
LAXxB 1 = 8V3 | Rpta. 3 12 = 76 cos 6 


Clave: A + 


2 
eS 


FÍSICA Po €... A 
101 RAN ANÁLISIS VECTORIAL 


e 
-s 


12 12 V6 ; 
no dois Mo 7 z $ Nos piden : IAxB 1 
x 
DA >> 
R LAxB I| = AB sen 0- 
+ LART da 
k E 
; S IAxBI =6V3 
$ Clave: C 
> 
Clave: B 2: PROBLEMA 126 (Sem. CEPRE-UNI 200041) 
+ Dados los vecto ; 
PROBLEMA 125 (Sem. CEPRE-UNI 99-1) $ A A 
eS k 
Se tienen los vectores A y B pain g A =4i+4) 
- 28+2J+k , el módulo de Z es 4 y $ Bos PPR TRAE AEI 
AS 
AS 6, hallar el módulo del producto * Hallar dl E EE 
recta 7. z s allar e ER, vectorial A od 
ES VDE 
A) 6 B) 4V3 C)6 V3 24-22 ap? 
de 
D)8V3 E)3V6 E A A A 
$ o NVR D 2ANE h 
RESOLUCIÓN ? 5 5 
y $ > E 
Si: du (12 21) Tp ANR 
> 5 
CN RAR > ; 
A y PS O) + RESOLUCIÓN 
Boi 3 | + Datos : 
$ ir 
Datos AU= 4 2 A D ANE 
z B'= (2c058,2sen8)=2(c058 ,sens”) 
>> > de 
A-B=6 ¿ Calculemos : 
Luego: r 
: » LANI 1p 
Podemoscalcularelánguloqueforman pe : 
AY st B = 2N cos? 8"+sen? 8” = 2 
>> je A DEN 
A-B = ABcos8 (definición) 3 L___ Propiedad 
ea R > trigonométrica 
di i : sen 2 8 + cos z 
2 : Regordar 
A 60° | T. > 
F z A forma 45° con el eje X* 
seno s rn ee H 7 
pd" a B forma 8° con el eje X* 


Pt 2 ARES E. TARAZONA T. 
, Eo ASARA 
ZCAN hs 


eu 
v CA A ES, A 
Luego + >C) a = 5i D) A A 
- pa >, , / N 
B + =- 4 a’ = 1+ 
A forma 37° con el vector_B pa wi 5i a j 
v —> Hei j 
yrafiquemos : > E) a 5 aea T 
y =:5 3 +2j 
pa i 
+ RESOLUCION 
i ; En : 
+ Nos dicen: A-a=-25 
pe ds (5407 ia dato 
ps > 
+ Supongamos : œ = (0,09) 
* Reemplazando : 
j > > 
pa Aca =-25 >, 
3 (5,0)-(04,09)=-25 
«e 
9 = 37° $ ba +ayÓ = -25 
3 y Saa = 25 
sen ð = 5 pa 1 
o 1 AENA 5 
Luego : % 


4 Luego : El vector "a" para el cual cum- 


—> 
: 15) 1 pl ... 
(AB sen 0) * ple esta condición es : 


>> 
AxB = 
Por la regla de la mano derecha : 


> A Da 
yos ák «e 


A donde : Uy € IR 
ELD (412 s Zsen 3722) . 


+ Nos piden 2 valores de "o" 


— 


A 
AB ENT 


Clave: E e 


PROBLEMA 127 (Sem. saika UNI 200041) Clave- D 


q > 
El producto escalar A. a =-=25 .Si¿ 


Fe ek , hallar dos vectores Q cuales- * 
quiera que satisfagan la condición del < 
producto escalar. (Trabajar en el plano + 
cartesiano XY) 


(Sem. lle UNI 98-1) 
tal que el 


+ PROBLEMA 128 
* Hallar el vector unitario a 


> 
+ producto escalar a.(-2i+j) sea mí- 
* nimo. - 


> ^ Pea z ^ A Ty 
Aa = 5i A BE 5i e H i+2j a LEDO 
a's Si+] wa iti OET v5 


FÍSICA PA ] 03 WAREZ, ANÁLISIS VECTORIAL 


A A A A + 


¡-2)j SERAN + 

C) —= D) —= pS 

V5 y V5 $ 

13) Faltan Datos s 

> 

RESOLUCIÓN S 
Nos dicen : 

EN y «e 

E = a:-(-2,1)es mínimo. > 

e 

> + 

¿Para cuál valor de a cumple? ES 


La solución será menos tediosa si hace- .. 


mos : + 
RE > 

a =(cos8,sen0) X 

} eS 

4 ` 

: Definición de vector unitario + 

E «e 

Luego e 


¿E = (c0os8,sen0)-(-2,1) ba 
E = -2 cos 0 +sen 0 


E = sen9-2c0s8 


DO eE IV € 
sen 9 = sen ( 270 +a )=- cos 1 =-2/v 5 
cos 9 = cos (270 +@) = seno = 1/15 
Luego : 
r š E 
El vector unitario a =(cos0,sen0) 
será. ; 


PROBLEMA 129 (Sem. CEPRE-UNI 2000-11) 


+ Dados los vectores : 


pe A A A pS A A 
A =2i+3j+4k y B=41i+6) 
Hallar el cociente entre la proyección de’ 


> > i > 
A sobre B y la proyección de B so- 


s > 
+ bre A 


R ; * A) 0,02 B) 0,321 Či 0740 
Hacemos un artificio matemático + 
V 377 
" D) A E) 0,241 
cos a. = 1/45 E 
y > RESOLUCIÓN 
sen = 2/5 ¿ay 
pe E DEA MAS Eala es! 
de 2 
B 


En la expresión "E" damos forma : 


1 2 w te 
E =| eeno d os 0 [4 5 X 

v5 x5 s 
E =Y5(sen8 cos & — sen 4a cos O ) 


E =vWV5sen(0-0) 
La función seno varía: |-1,+1] 


Es mínimo si sen (9-0) =-1 


0-a = 270° ; 
0 = 270°+0| 


¡Teoría! 
Proy _A 
PON RETA, AA 
e TO 
= ES = E 
POB BE X B-A HB) 
A A 


UCA O oe 1 04 venas E. TARAZONA T. 


Proy A. 
El Ai “i A 
Proy h. B 
32437A 
E = 
aya? 
y 29 
Ms 
52 
377 
= = 0,746 
R 26 ; 


Clave: C 


PROBLEMA 130 (Sem. CEPRE-UNI 200041) 
La suma de los vectores y q Y VN 9 es 
> > 


A A 
(i+3j) y la diferencia A 74, =3i-j 


> > 
Hallar el ángulo entre A, y A3. 


A) 90° B) 0° C) 30° 
D) 60° E) 180° 
RESOLUCIÓN 


> > 
Nos piden "0", ángulo entre A, y A) 


Datos : 
A A 
Artza itj 
AE E S TE E OEA (+) 
Aj -Ag=3i-) 


TIN k 
A, =2i+j | 


Del mismo modo obtenemos 
= 4 A A 
Ay =-i+2j | 
También 


A 


corr rro rr rr rr A AAA 


A a y2? N5 


PECORA 


D o 


ó 


Por teoría del producto escalar : 


E 


==) a 


ES 


(2,1):(-1,2) =V5/15 cos 0 


-2+2 = Bcos8 
0 = Bcos O 
cosð = 0 


Clave: A 


escalar de 2 vec- 
tores es cero, es porque el ángulo 
que forman es 90°. 


Si el producto 


" PROBLEMA 131 
Hallar la distancia "h" en la figura 
mostrada, si : : 


RASAN 
T (3s (sipam 


Po (455) 


e 
y 


X(m) 


> 


BNI) 


c) vis 


S 
, D) T33 


pil 
pe 
e) 
> 
i 
-d 
(æ) 
| 
D 
E 
5 
EE 
e] 
D 
< 
m 
O 
—| 
o 
D 
5 


RESOLUCIÓN 


Dato : 
>) "18 
d== 
13 
Observamos 
También : 
> 
h 
=> 
h =(x-4 
Pero : 


B o => T EA 
1 13 


A (x,y)-=(4,5) 


¡AOS 


Por teoría de producto escalar : 


>> 
h-d=(h) 
ra 0 
Luego : 
O Gr 


os 90° 


DA a 36 /' 
—= (x-4) 2 (y-5)_ 
33 rd hi0 


54 (2 | 36 wi 
BERA A 
315): 30 O 


3 
A RUE ACA 
A 13 | 
Luego : 
E e AR E e daa 
13:13 13 
h 1122+32 
13 
pa 5 
13 


Eo le le Go le o o Ge le EEN 


Clave: B 


$ PROBLEMA 132 (Sem. CEPRE-UNI 2000-11) 


+ Para el triángulo de la figura aed + la 
$ ley de los senos . 
> a b c 


ES — =: — =: RÁ 
$ sen a 


ES z 
+ Sugerencia : Use la definición del pro- 
+ ducto vectorial. 


e 


es 


ETS 


z 


+ RESOLUCIO. 
* Recordar : (teoría) 


e 
e 


EEE TTTTTTT) 


p O AEREAS E. TARAZONA T. 
M 106 : 


Ae | SICA TERESE 107 EEEE ANÁLISIS VECTOR 
i r IAL 
SUZCANA 


o 
«e 


> s > 
Área = Axh % : SELER Por geometría : + * En las regiones sombreadas, notamos: 
E A: “l % ; 
: on + + PAS 
rear TABI + PROBLEMA 133 (Sem. CEPREUNI 2001-) L : po 
> > Calcular el módulo de la resultante E P no 
A del conjunto de vectores mostrados si Concluimos : > Pa 
+ b=10. : Clave: D: y, g=d+b 
2 mato 
s : + PROBLEMA 134 (Sem. CEPREUNI 20014) Sumando las expresiones 
ef Con el origen en el vértice O se trazan * OS TT 
> vectores hacia todos los otros vértices > 38 ST F AF CTAB 
del cubo, como muestra la figura. El * A A hao o 
pa vector resultante de todos estos vec- % EFI AO CAI 
So ci problema. ; : tores, en términos del vector 06 , es ha 47= R 
7 TA 5 igual a : E 
Recordar: lal=l-al=a e pier e + A Edo 
TAJ A B) 8 0.10 + Pero: OG = g 
Š Da v 
Luego : * D) 16 E) 20 rd Luego 
s ; x a 
«+ RESOLUCIÓN ` = 4 0G 
* En la figura : pd Clave: E 
: U 2 ESAS 
? A) 20G BIS è 0406 + 
$ + PROBLEMA 135 (Sem. CEPRE-UNI 2001-1) 
$ - D) 506 E) 606 
e a > $ Si M es punto medio del paralelogramo 
> RESOLUCIÓN 8 2 que se muestra, eprosar o el vector C en 
aS 54 Denotando a cada vector : * términos de los vectores B y A. 
-axb = ab sen O = Área del triángulo y s- 
2 D i d $ 
e % 
3 G ba 
eec besna Y, - $ > 
qq E Área del triángulo «+ des % 
2 2 * * Agregando un vector e”. 4 
v + 
Pa $ * Notamos: 27= T +5 y po AN ha 
erat. casen Área del triángulo «> ES Prasladamos los vectores a”, b y č so- %¥ -5 t ES 
9 2 eS ?= rd bre líneas paralelas. ¿ A) 3A+B B) (1/2)(3A+B) 
+ 2 > > 
Igualando dos a dos las expresiones, ob- ¥ Luego : +C) 3 4-B D) (1/2)(3A-B) 


> ei 
toneitos + R = @+b+o%d > $ E) (3/2) (A+B) 
; ,s R =È? * RESOLUCIÓN 
lq. d è 2? Lip + Para mamar la solido agregamos los 
è 2: > % + vectores D y 2D 
ú = e 


ES 
+ Luego : 
ES 


M/2+(1-V18/2)7 
m/2-(1=43/2)7 


ne. 
== 


E 
y ESA 
| 


Il 


Z mLAN 2n 
= M+(13/2-1)7 
m-(13/2-1)7 
+ RESOLUCIÓN 


+ En la figura del problema : 
a B C 


* D) 
$ E) 


o 


Enel A PQS : ; ; ? 
ZR- 22 
Sumando (1)+(11) : 2 A ñ y D 
A 2 
>. >> > 2 s 
a ei aida $ Trasladando vectores 
Da 
Resolviendo : % * En la parte sombreada 


=> 
112 =20 + a 


* Haciendo uso de la geometría 


Clave: B *. 


s 
pS 


PROBLEMA 136 (Sem. CEPRE-UNI 2001-1) P 


Hallar el vector F en función de m y n, % 
si ABCD es un cuadrado y AMC y DMB e 
son cuartos de circunferencia. ni 


B C ; ` 
+ * Obténemos las relaciones entre n y p. 


e c 
+ * Si n//p , entonces : 


s pen 

ES E ni P 

x 2a _av3 

: P- 22 ñ (1D 


4 
Y 


nE 
VÍSICA A 10 AAA ANÁLISIS VECTORIAL 


> Podemos notar : 
$ 

> > Ss = 
RAR AN=YV3(13%)= 3% 
2 


Reemplazandó (II) en (1) : 


ES 
2 E NC = k 
> a 
* Luego : AÑ = 3NC 
* Para facilitar la“solución del problema, 


a ¿ agregamos vectores. 
Clave: A « 


Luego : 
PROBLEMA 137 
En la figura se muestra un sistema de $ 
Dar * 

vectores. Expresar al vector x= MN % 
0 Li y PE ` 

en función de los vectores a= AB y * 


> > 4 3 
b = CB, considere M como punto medio 
de AB . «e 


$ 

3 A q 

eS b o) 
+ 

3 * Enel DAMN : 

$ a? 32 
de 


AA 


ak $ Multiplicando (1)x3 y (Iljx4 y su- 


1D) 


A) tob g 
C) (3 7T- 2b )/4 D) (4a” b)/3 ba 127% 


E) (a”-35%/4 


le te te e 
de de de le 


RESOLUCIÓN 1273 B+20 +47 = 34+1207 


Aplicando geometría elemental cal- 
culemos algunos segmentos del trián- 


gulo. 


Resolviendo : 


Porron e e e le te 


Clave: E 


P 
pa 


2 
> 


PROBLEMA 138 


Se tienen tres vectores A,B y Cen 
Žel sistema coordenado definido por los 


A N € + vectores unitarios : w que se mues- 
13 (13 k) —— == 4 U, q l 


s 
de 


FÍSICA Aa 11 1 DERE ANÁLISIS VECTORIAL 


tran en la figura. Hallar el módulo de > PROBLEMA 139 (Sem. CEPRE-UNI 20014) Paea $ RESOLUCIÓN 
2(A+B +C) š En la figura la suma de las componen- pe 5 Ubicamos las fuerzas datos en un plano 
+ tes "x" de A y B vale 1. ¿Cuál es el B = (-0,8,0,6 ) + cartesiano. ENA 


«e 


ES 
> 
pa 
ES 
e 
+ valor de la tangente del ángulo que 
E 
se 
ne 
% 
% 
e 


I ltante será: R=A+B 3 
e -=> y z 2 
forma la resultante de A y B con a TORO E AR el ia R=800N 

* eje X ? R=(1,3) $ ` 
A) 1 B) 2 C): 3 s B=200N 
D) 4 E) 5 po 
RESOLUCIÓN e Sea 
Para hallar la resultante pedida ubica- + A) 1 % (a) 
mos los vectores uno a continuación del D 4 R 
otro. AN ; C : Fuerza desconocida 

Conadi Jal teoria nta DN Clave: C y Descomponiendo los vectores en los ejes 


i cartesianos. 
triángulos notables, descomponemos los 


vectores A y B. PROBLEMA 140 (Sem. CEPRE-UNI 2001-1) 
La resultante de 3 fuerzas es de 800N * 
en la dirección 37° al Oeste del Norte. + 
Dos de las fuerzas son : 500 N, 53° al * 


Norte del Este y 200 N, 30° al Oesté + 


del Sur. Hallar : ë 
Podemos notar : z > 
v I) Las componentes rectangulares de * 
TPD. $ la tercera fuerza. > 
o $ II) La magnitud de esta fuerza. ESIR 
A+B+C = -w| pi IID El á 1 1 f > 
z II) ángulo entre la tercera fuerza y + Luego : 
% dE el eje "X". pe en 
Nos piden : Š A = (3k, 4k) Asuma : Ejes +X e-+Y como Este y * T A 
e z% ; v 
> >>> ji B = (-0,8;0,6 Norte respectivamente. K A = (300 , 400 )N 
IRI =21A+B+C 1 + Topoa de K 7 = 
ka A A On By Ng: 
A + Dato: La suma de componentes de A y A) (-680+413/)N ; 796 N ; 148,7 ° a B =(-100,-1004v3) 
pS -w y B ie Xx É A A + En (a): 
> A B) (-880i+413j)N ; 972,1 N ; 154,8? + : 
¡ia z SL 0B A 2 *  (-480,640) = (300,400)+(=100,- 100 V3) +2? 
GA 2 es C) (-880¿+67j)N ; 882,5N ; 175,6" 


A A + Resolviendo y haciendo V3 = 1,73 
D) (-68¿+413)N ; 418,56 N ; 148,7" $ de 
% C = (- 680 , 413 )N 


A A 
E) (680i +413 j) N ;-796 N ; 31,27 ° pa ES A A » 
e “ 1C =(-680:+413 ¡)N | Rpta. (D 


$ = 4=08 


Clave: B E já arg A 
=== + Luego; los vectores A y B serán: - 


> 


A a oo 112 mas E. TARAZONA T. ` FISICA ARA Y N D AAA AA ANÁLISIS VECTORIAL 


PROBLEMA 142 + PROBLEMA 143 
Sean los puntos : 


C = N (-680 j? +4132 $ Si descomponemos el vector en las direc- 


r TAA > pae d y 
+ ciones de A yB ;será: 
C = 796N | Rpta. (II) ES 


El ángulo que forma Cc con el eje X es : 


Dos vectores A y B son paralelos as 
los vectores unitarios PA = (+ 1/12 2 FE210,21:0142.4.91: RI 0.0) 
=} PAAA ; 

y Hpg = (i-j)/V2. Halle la magni- + POE E y 


tud del vector A si A2 A Zi 
A MR > a E gi en un sistema cartesiano XYZ. Deter- 


ES g N ae i 
> A) 0,5 B) 1 €) 15 + Minar el vector unitario en la dirección 
eS «e 

b Dia E) 2,5 + de la resultante de los vectores PQ i 
> ` % s fap 

> RESOLUCIÓN e 

2 ý S A A A 

> Por teoría de vectores unitarios : e A+) B) GY CF E 

2 de > de : 

Ää A =A: RA SD- (INGA). D OANA 
> Luego,-de los datos : + RESOLUCIÓN 


+ Pero: + Por teoría 


+ vd CET) ES 
9 = 148,7" | Rpta. GID È A a CERA. AA è MÑ =-N-M 
i Clave: A $ e O 2 i i > 
i PEETI D//B => D=KoB B- g. D 7, En el problema : 
PROBLEMA 141 so A EEIT z ji P:(2,0./%3 
Hallar el vector cuyas componentes a lo + R=K,A +K, B kef Además : ES QU :[(24. 2) 
; - 5 >. > 
larga i OO ata e TI Y 7 Por dato, las componentes son : A+2B =3v21i SAO O) 
(3i+4j) tienen magnitud de 75 uni- « O S:(0,4,2) 
dades y 20 unidades respectivamente.  * ERRON A HA a y (12,0) T:(0,4,0) 
x A 7 O i PAE KEND A Hr TA EN 
A) 1860i+605j B) 190i+357j  * Kı x25 = 75 $ Luego : 
A A NOTA ES AA 5 * po. la iS 
C) 1812i+541j D) 84i+37j + ts (da a) E $ PQ=(2,4,2)-(2,0,21=(0,4,0) 
A A x * > 
7 33 j + s R = 2,4,2 Er 2,0,0)=(0,4,2) 
E) 22:+33 $ K,! PO | | | | A D ( Pei 
RESOLUCIÓN a La cod a ST=(0,4,0)-(0,4,2)=(0,0,-2) 
4 ES : alando + 
Llamemos : + Ear RES an pas + La resultante de los vectores es : 
ES + A S A 3 E 
A =(24,7) + : 2y m of? ° A=2B -03 R -Pba RÒ est 
ES ra + Reemplazando en (I) ps de: rA A 
> IAI = V2474+7? = 25 ES e A,2B 5 3 R =,((0,8,0) >|R'= 8; 
+ > ET = pi 
$ + R=3(24,7)+4(3,4) v2 2 + Por teoría : 
B=1(3,4) » $ . 
RATA v y y Tr y Y y ia 
> n pR = (84,37)] Li e 1N2..> a [ía dirección de la resultante es : + j | 
E 2 2 $% > Clave: D A 3 : 
> BS Ad S0 4 - n Clave: A 
> = 


Clave: D > 


pon 
 SÚZCAN O ma 


E. TARAZONA T. 


PROBLEMA 144 
Respecto de los vectores unitarios de 2 


a Proposición © (F) 
> ES 
+ Si A 


> > j 4 
vectores A y B, se puede decir que la ¥ 
proposición verdadera es : 


A) SA- 


cen entre ellos 90° 
y jik A . Supongamos : 
2B , entonces: Ha = 2H 


> > 
B) Si entre A y B hay cierto ángulo, « 
la resultante de sus vectores uni- bs 
tarios puede tener módulo igual a la «. 


2 
o 
2 
a 
t 
e 

ea 
s 
Gd 
d 
e 


unidad. > Est 
E v A % = X 
C) Si A es ortogonal a B , el producto y, Er A 
escalar de sus vectores unitarios es +% i 
$ % PR: A 
P e A ya R sk A 
D) Si entre A y B hay un ángulo va- % E si 
riable (0 < 0 < 180°). + B =2j=(0,2) 
ES 
mad a % ^ 
Entonces :0< lp¿+Hg!1S<2 y Paeti Ay i 
.E) Hay 2 proposiciones verdaderas. ba ei YA 
a > Hg =(0,1)=.J 
RESOLUCION bs 
Proposición 0) (F) + Su producto escalar se calcula por : 
> > 3 O 
Si A =2B entonces IA | =21B 1 * AS 
BN AN Y WA Ep=(1,0):(0,1) 
“Luego s ke > 
E E ES > ! 
ELIB à Hg =1x0+0x1 
i AES 
PE f Ha Hg=0+0 
7 Luego : 
Proposición (V) po 


+ 
Por teoría sabemos que el módulo de + 
cualquier vector unitario es la unidad. 


; > > > > 
Sis AdB Sp uip=0 


Proposición (D) (F) 

Sabiendo que los vectores unitarios 
tienen valor la unidad, y si el mogula 
entre ellos es variable, diremos : 


Si entre los vectores unitarios hay un * 
ángulo de 120°, entonces el módulo de 
su resultante es la unidad. 


SO Ta resultante es máxima. 


ORR Raids =2 
—=> ~; 
u=1 


En el triángulo sombreado : |R = 1 


=> E 
es ortogonal a B , entonces ha- 


LISICA ARA 115 


* Si © = 180° Ta resultante es mínima. + 


180° 
>R 0 


min 


My=1 0 Hy=1 ó 


Concluímos : 
> > 
< | Hiat y B| < 
Proposición (E) (F) 


Se e e O r e e o T e se, 
a ISI 


Clave B 


PROBLEMA 145 (Sem. CEPRE-UNI 200141) % 


En la figura se muestra 2 cubos. Si el ` 
volumen del cubo mayor es 8 veces el œ 
del cubo menor , determine el vector 


= 2V6 1,+V5 ll y , donde má es el 


A 
Ses 


fs 
pa 


i > > 
vector unitario a lo largo de AB y p > es 


Le 


4 s 2 
el vector unitario a lo largo de CD. 


; A A 
B) 3i+j 


< 
Eo A io Co Co Co Go o lo Go o Lo Co do go e go o e e 


RESOLUCIÓN l 
Dato : $ 


Vol. cubo mayor = 8 vol. cubo menor 


L? = 8x1? pi 

> 

jL s 2U + 
> 

> 


¿ ANÁLISIS VECTORIAL 


Evaluando las coordenadas de los pun- 
SA Bo OSO: 


Tn. 


Zz 
a ----+=---= -=== B(0,21,21) 

- I 
ACOD 7 : 
i :l ma i 
! A dee: 'C(0,,0) ! 
A y 

ETA D(21,21,0) 


=> 
CD = D-C 


> 
CD = (21,21,0)-(0,1,0) 


w ; 
C = (21,1,0)| 
I CD 1 = V(21)2+12+0? 


¡Cb 1 =1N5 | 


aja 


l a 
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Dueño y 

aa 0D (210) o 

CD CD 1 IN5 SABAI e Arye > C) 
> 

p (2,1,0) : + Pero nos dicen : 
$ ys 

e v5 2 AIB- (56,0) 


Nos piden hallar : 
@ = 2V6 P] +V5 


2> oe (2,1,0) 
G=21V6- AA 
e E 
Desarrollando : 
=(0,5,2) 
A A 
E =bj+2h 
Clave: A 


PROBLEMA 146 
Si: 
q A A A 
> (SABIA). y 
— 


(Sem. CEPRE-UNI 2001-1) 


A A A 
B = (x+1)i-(z-1)j+(y-2)k 


hallar x, y ,z de tal manera que el 
>> 

vector A+B tenga componentes pa- 

ralelas a los ejes +X y +Y. De módu- 


los 5 y 6 unidades respectivamente. 


Dar como respuesta : x, z, y . 
A) 2,10, -2. B) 2,-10,-2 
C) +2, - 10, 2 PIA 1052 
E) -2,- 10,- 2 
RESOLUCIÓN 
Según el problema : 
i ABLA 
> 
B=(x+1,-2+1,y-2) 


+ Igualando las componentes de (I) y (ID : 


2+x+1=5 >1=2 


j -5-z+l=6 > z=-10 

X Ei a 

> E DOE a a o ads Ll AAN 

pS , 

+ Clave: B 
$ a 


* PROBLEMA 147 (Sem. CEPRE-UNI 2001-1) 

$ En la siguiente figura que se muestra, 
Z si el vector proyección de A en el eje Xx 
3 es 2i , hallar el vector proyección de B 


en el eje "X", sabiendo que 


B 


e A A 
A) 21 Begi 

+ A A 

*C) 41 D) 51 

z A 

$ E) 6i 

pe 


+ RESOLUCIÓN 


pa 


+ Las proyecciones de los vectores A y B 
* en el eje "X" serían las componentes 


+ cartesianas en dicho eje. 
7 Por el dato adicional : 


UD) 


FÍSICA misi 


AE: 
TR 
4 >. > 
Concluimos : A//B 
=p 
Si B-="3A , entonces : 
Proy oR = 3 Proy A 


A 
Proy „B = dx AL 


y A 
Proy , B +61 


Clave: E 


PROBLEMA 148 (Sem. CEPRE-UNI 2001-1) 


Calcule la suma de los vectores uni- 
: a ES 
tarios de los productos AxB ,CxD y 

> 
EXP. 
A A A A A A 
A) i+j+k B) i-j+k 
A A A A A A 
0) ADAN D jo 
A A A 


E) -1+]+k 


w 117 


ANÁLISIS VECTORIAL 


$ RESOLUCIÓN 
pe Por teoría sabemos : 


es perpendicular a m 


a 2 
+ F y wm 

* En la figura del problema y- por la regla 
é * de la mano derecha y sabiendo que los 
ba vector es unitarios de X, Y y Z son : Ñ y 


ee 


w 
> 


de 


A A o o o ogo o o o o oo ogo olo ogo oge go go e go o e 


¿ PROBLEMA 149 


PE E 
e * Se tienen 3 vectores A BUY 
+ > > 
+ a o RL Y! O e A O S E y 
> PAE 
: C = a-l; att 

; > 

7 Hallar M si se d sabe que C es per- 
+ * pendicular a AaB. 
+A) 1/4 B) - 1/4 
+C) 1/2 D) - 1/2 
+ E) 


= RESOLUCIÓN 


MÍA No rra 118 EA E. TARAZONA 7. 


De los datos del problema: > 
A =(3,2,5) ` : 


$ RESOLUCIÓN 


p Si graficamos: los puntos P y Q en el 
> 2 plano cartesiano. 


> 

B =(1,2,3) 
Luego: KAR AIEAS) 

€ 


Por dato : = (a-1,a,a+1) 


Teoría : 


0 
(4,4,8)-(a-1,a,a+1)=0 
4x(a-1)+4xa+8(a+1)=0 

0 


w 


=> 
AY 


«e 
+ Trazamos vectores 


4a — 4 + 4a +8a+8 = > k 
K Podemos notar : 


Resolviendo : $ : Ss —- 
e i $ Aeg m ARES ATC n 
A E A > RES 
Dood $% B=-(4,3)1m => AB 1V14%+3%=5m 
Clave: B e 
== |, Por teoría : 
PROBLEMA 150 : ER O 
Calcular el área del triángulo que tiene +4 2 
como vértices : el origen de coordenadas, «+ Luego 
el punto P:(4,3)m y el punto > ES 
> Si DiR ines 
Q:(3,4)m + 2 
+ E 
pa oN x pea a 
jA 2 25 
A) 3,5 m? B) 7m? 
2 9 $ ” Resolviendo : 
C) 12m D) 0,7 m Ñ 2 9 
2 pi S="S/0mM 
E) 6 m % Clave: A 
OO 
PO oO o e e e 


ENUNCIADO DE LOS 
_PROBLEMAS | RESUELTA OS 
SHTA H STAN] 


A AN 
e 


pa M y 
PROBLEMA 1 (Examen UNI) pS 2- o 
Hallar la suma de todos los vectores * 
que se muestran en la figura :- E 2 

CJ 

É A 2 D 

+ A) 53? BI 37” C) 60“ 

+ pI 30? E) 10u: 


+ PROBLEMA 4 
$ Exprese la resultante vectorial en tér- 


Aa E B) 2D C) 2E H minos de A y B. 
D) -E E) D. > MNPQ : es un paralelogramo. 
PROBLEMA 2 (Examen UNI) pa 


Para los vectores mostrados en la figu- + 
ra no se cumple que : 


* A) (A+B) B) 2(4+B) 
$ >> >> 
+C) 3(A+B) D) 4(4+B) 
4, = y >> P: 
D + E) 5(A+B) 
i ñ * PROBLEMA 5 
A) DCB Z B) y oa B $ El módulo de la resultante del con- 
E A AS OS + junto de vectores es : 
C) A-B=D+C. D E+B=A s ra EE RAE 
>>> Pals 
E) E+C =D % 
PROBLEMA 3 % 


Cual es el ángulo que hace la resul- , 


=> 
tante con el vector AB. 


M : punto medio del lado del 


cuadrado. 254 


A a B da 0 
*D): 2242 Boda 
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PROBLEMA 6 $ sa PROBLEMA 15 
Hallar la resultante del sistema de se * En la configuración de vectores mos- 
vectores mostrados. ABCD : es un% % trados, se sabe que : 
rombo. e á > 


} > y 
pas a+ Rob 


e 
> 


+ Hallar k,+k). 


+ 2 
o A) 30° Chas yg > 
> yi 
+ D) 53° pj 1 i 
> ig pa 
+ PROBLEMA 9 3 A 
X Dos vectores de 14u y 30u dan co- PROBLEMA 13 pi j 
+ mo resultante un vector de módulo 40. Ý La máxima resultante de dos vectores « E a Ai td 
> Hallar el ángulo que hace el vector os 8u y es 7u cuando forman 60”. Doai DLL 
* resultante con el de menor módulo. $ K À ES 
A 3 3 + 3 i í Evalúe la mínima resultante que po- + 
a — . B 3m. 0 11 2A) 53 B) 16 C) 371 dría obtenerse entre los vectores. + PROBLEMA 16 
4 4 5 $ D) 72° E) 53/2 ier B) 2u Dd s Hallar el módulo de la resultante de 
D) EUNET E) » Š í aea % los 4 vectores mostrados; si el radio 
Moa 2 + as m š i Boi E) 5u ; de la circunferencia es R. 
Cual es el ángulo que hacen 2 vecto- 2 
PROBLEMA 7 _ ¿res de igual módulo; si además se ] PROBLEMA 14 (Examen UNI 96-1) 5 
Respecto. de los vectores que se ubi- + cumple que el módulo de su vector su- È Marque la expresión incorrecta. Con- + 
can en el interior de un paralelo- + ma es dos veces el módulo de su vec- >» 
gramo, podemos decir : * tor diferencia. siderando que los vectores a, d , 4 
: + A) 37° B) 53° C) 45: c ye parten del origen. y 0 


% 


e DE 163 DB) 72* 


+ PROBLEMA 11 
* Hallar el módulo de la resultante de 


Z A) 4R sen 2 0 B) 4R cos 20 
` + C) Rcos20 D) 2R sen 2 0. 
y E) 8R sen 2a 


$ > > e 
+ los vectores A y B.. + PROBLEMA 17 > 
de 
Ea oa * Hallar el módulo de la resultante 
A) x=6la-bl| B)x=5!lb-al » ¿ del conjunto de vectores mostrados. 
Eo dla-bl. Diemaibal $ : 
E E ES A) % 
E) x=2]|b-al > > 
+ A) 10 B) V99 C) v97 B) ne 
PROBLEMA 8 pa to ; 
Que ángulo deben hacer las fuerzas de 7 D) 446 E) 5V6 e a X > 
24N y 40N ; para que pueda obtener- C) a+b+c+d+f= 2e > 
se una fuerza de 56N, necesaria para . PROBLEMA 12 ANE 2 4 
sacar el clavo. t Si am An E , hallar m-n. D): a+b=e=-0 SOE 
e ; >> > > ; +A) 
* PQRS : es un rectángulo. E) d-a+b=ce +D) 


e 


e Jada A | SD aiii E. TARAZONA T. 


PROBLEMA 18 


Si a la resultante de: los vectores I y 
> > 

B agregamos nc y el resultado final 
as Ma- 


es un vector en la dirección 
”" ” 


lar "n”. 


A) 1/6 B) "> 1/6 C) 1/3 
D) 2/3 E). 1/2 
PROBLEMA 19 


Haliar el módulo de la resultante del 


sistema de vectores mostrados. 


ABC : es un triángulo equilátero de 


lado "I" y "G" es baricentro. 
B 


A C 
A) 2v3 B) 511373 
C) 11//3/6 D) 5143 . 
E) 101 
PROBLEMA 20 
Hallar el módulo del vector : 
> > > 


R =a+b+c 


` si el tetraedro mostrado es regular y 


de lado`l. 


e 
qe 


s 
s de 


~ 


a 
s. 


e 
< 


pa 


e 


te ote 
D o 


Se ste 
> o 


d 


s 
ea 


v 


A) IV6 
9D) 11 5+V3 El 215 


PROBLEMA 21 
Se tienen dos fuerzas de magnitudes 
10 y 20 N. La resultante es 10 N. 
El ángulo 
zas es tal que : 
> A) 0O<a<r/4 


C) 1n/2<0<3 1/4 


5 
E) 3n/4sa< 


PROBLEMA 22 


è Hallar: 


Mier Te T a E b le 
$ Sica + bo =0 ¡además 3 == E 
210+25| 
| a+ 5| 
B) 2 Cc) 3 
E) 1/4 


* Hallar : 


o 


Y VTA BY 2170 El ST) 
+D) 447u E) 5YT7u 

PROBLEMA 24 

En el cubo de la figura, se cumple 


EI A 
>. o. oo 


* PROBLEMA 23 


Sabiendo que entre 2 
4 se cumple : : 


respecto de R = AG + BH. 


IA+5B 1 


B) 2/6 IN5 


C) 


(Examen UNI) 


a” que forman las dos fuer- 


B) n/4<a<n/2 
D) 31/4<a<r 


=> 
vectores A y B 


13A+2B 1 = 
124-3B 1 = 


6u 
2u 


FÍSICA 

A) Re 

B) R = 2BA 

C) R = (BC +208) 

D) R=2(BC+CG) 

E) R=2(CB-GC) 
PROBLEMA 25 (Examen UNI 95) 


Los vectores mostrados en la figura 
están relacionados entre sí mediante : 


> > 
B = LA+ Bo, donde "a" y ` 
meros reales. Determinar "a" y "B". 


1 Ab 1 is 
Dl aia B 51 0555 
199 A 
Mo oe E 
DY E E) 3; 3 
PROBLEMA 26 


> > >>> 
Cuatro fuerzas A , B , C , D actúan 
nobre una masa colocada en O’ como 
La fuerza 
resultante tiene el siguiente módulo y 
dirección (respecto de la dirección de * 


es mostrada en la figura. 


O) : 


no" i A 
B" son nú- 


PRI 


B) (N1720 are e 


C) 


(15/2)C ; arc Je 


(15/2)C iare tg 0° 


E) 
~ PROBLEMA 27 


ES 


tante de vectores 
Y 


> eee ese 


eo 


> 


PROBLEMA 28 

Hallar el vector 
> > > 

tor A-B+C , se sabe : A 


ES 


Ss 
`% 


q de 


2 


>] 


D) Va?+B2+C0?%+D? ; arctgo? 


1 
4 


unitario del 


C= 


123 maras ANÁLISIS VECTORIAL 


A) VA+BF+CAD ; arte y 


| 


Hallar el vector unitario de la resul- 


vec- 
2B.= 20 
16 


X 


CAEN AAA nn 125 MERIENDA ANÁLISIS VECTORIAL 


PROBLEMA 33 A 


51 la resultante del sistema de vec- + 
lores es nula. Halle la dirección del * 


FTA a 
vector A. $ 


LAA Nk marras 124 ys E. TARAZONA T. 


M : punto medio de AC. 


Le e 
e e e e e o o 
Les 


A) (3/5 )i+(4/5)) — B) (4/5)i-(3/5)7 + A) 30N B) 25N 
h A A Ae A) *C) 25/3N "  D)30VY2N 
C) (-4/5)i+(3/5)3 D) (3/5)i-(4/5)j + pe 
2 


IS < E) 25 V2 N 
E) (i-j1/12 > ps 
a PROBLEMA 31 


* PROBLEMA 36 


ce -1 5 
MA A A) 0=t 1/3 B) 0=+ 2/3 
O I7 — -— * Hallar el módulo del vector A, si la A ) a ka ED vector 2” se expresa según: 
; AC+BA * resultante vectorial se encuentra en el C) O=tg71(2) D). 0Stenáaayis + Pat os AE 
Hallar el vector unitario de ———= + . pi 3 


4 Ier E) @=ig (3/4) K E 
p, y Ea vectores unitarios de los ejes + bs Halle : k,-Rk> 


P y Q respectivamente. > PROBLEMA 34 * ABCD : es un cuadrado y 
ze `] i Y AAA 
ie he 51 la resultante del SOLA mA de das + BMD y AMC -: son arcos de circunferen- 
- lores se encuentra en la dirección del AETA 
bo ES vector A. Determine "Ə" y el módulo + B c 
4 be de dicha resultante. ii m OS 
bo B=160u š si 
+ > 
Š ; A=150u pe 
SAN A B) 2 D3 .* 
2 di > 
e 5 5'1 5'2) PROBLEMA 32 + + 
E: + Hallar el módulo de la resultante C=200u e (21348) (32214 y 
A (4 +H9) * del conjunto de vectores mostrados. + A) O BI e 5 
C) (571 +50) D) EP aN > A) 25%; 30 u B) 25; 90 u ES ds 
y S C) 37;30u D) 37°; 90u + 00 Y3 SDa 
OES + E) 53°; 40u i E h 
9 > pa 
D — y ps PROBLEMA 35 $ 
> j = el =. PROBLEMA 37 
PROBLEMA 30 ; $] res fuerzas coplanares fro Tay + En la figura mostrada, siendo PQ tan- 


Se muestra un sistema de vectores. 


s F 3 jalan un bloque que se encuen- * gente a la semicircunferencia y MNPR 
Si el módulo de la resultante es k 


un cuadrado, se cumple: 


e e e b o 
ka 


Adu, ballar el vali? do'd” para de $ $ tran en un plang horizontal. $ > d Ren > 
cha condición > Cual es el mínimo valor de la fuerza y in 
; + D) 7u E) 10 u Fy,si Fz¿=50N. + Hallar: m+2n 
y ; > 


sc mena 126 e E. TARAZONAT. A A VECTORIAL 


A P $ PROBLEMA 41 


A A A A 
(-21+8k) ) 2j+3k) 


+ Al 

Le A + us 

+ Dos fuerzas: F, = (t-3)iN x N V13 m VI3 

K ES A de A 5 

i Fa = CAHAN > , j E A A 

E QS )J $ o E2y+3k) m -ok 
actúan sobre una partícula, variando a f V14 V13 


medida que transcurre el tiempo. Ha- 
llar la fuerza resultante cuando ambas 


A 
2 El k 


DT Sil 
M Q 


So. o.os 


R - 4 añ e da 
fuerzas tengan igual módulo. + PROBLEMA 47 
A) 1 B): 2 C) 0,2 7 DEA euki Ky a 2 A Bb AAAI, ES E 
D) 04 E) 05 ri ME B) EDN A) - A ) en 2 Sean los Vectores : A = (1,2,2) 
O) (6j) N D) (3:+3j)N 0:08 D) ek ¿3 B=3i+j+4k. Hallar el ángulo 
PROBLEMA 38 i Š E) 22N i AA * que forma la diferencia de A y B 
Hallar un vector de 18 unidades y que % J E) ai-ck e >> > 
kti A v (A-B) con el vector A. 
sea paralelo al vector (A-B ); se sabe x PROBLEMA 42 PROBLEMA 45 > i ; i 
ARN X AA ho Sean los vectores : Hallar el vector- unitario de la re- R A) 0 = arc cos 9 B) 0 = arc cos E 9 
iS £ $ A A A s - a 
A =314+5j-8k b A Leme n nA #ultante vectorial, + 9 3 
CES RO VES > i ge fi ~- C) 8 =arc cos | 2 D) 0 = arc cos | - E 
B=i+7j-7k > B=3i+(6-n)j ri y 7 
A A A s A A DS Mina > 3 > E) 0= £ 
A) 12įi+12j+6k B) ten laJ Mk S G ALBACEA hallas A- BA A ) 0 = arc cos 9 
t 2 A As és de 5 pl A A A A > 
l C) 6i-6j-3k PORTES ZA Biez) B) 5145) * PROBLEMA 48 
A y > OS Pa A nA 
E) 12i+12j-6k AN Dif? E Si A =(3i+4j)yB=(-4i+3j). 
PROBLEMA 39 EE u? f * Hallar | AxB 1. 
Hallar un vector unitario paralelo a * 3 j Sir 
S $ (333,4) (3,-3,4) A) S. B) 0 rs 
= DAA a > 
la Ces a 3x+2. e, s PROBLEMA us a / T34 B) J34 Ž D) 125 E) 16 
A) (i-3j)/N10 B) (i+3j)/V10 «El vector M = 6i+6j , se descompo- E EE PR gs $ PROBLEMA 49 á 
DA A A * ne en 2 vectores paralelos a los vec- C) J329 D) - a rio 
C) (-¿i+3j)/V10 D) (i+2j)/ N5 + E NA EA 27 $ Hall ` Hallar el producto escalar de los vec- 
A ; : y tores: A =14+3] y = 2i-j. Halle E) (1,1,-2)6 s iR e 
E) (i-2j)/V5 + la diferencia vectorial de las compo- A p tores A y B ; ubicados en el cubo. 
> > > > ` 
` iva- PROBLEMA 46 > 
PROBLEMA 40 » ToN de M en A y B respectiva MA Ad 
o EN aF IRERE y Ñ Hallar el vector unitario de B-A. + 
= e A T K 
o + A) 9j B) 10,5 j 0112 E NEE 7 AR YZ s 
o 2D) ios Elsy + 
A > t+ 2J J P S 
BE z = 4j + $ 
; 2 2 2 * PROBLEMA 44 y 
E Hallar AC ARAC K Hallar la resultante del conjunto de v 
E. A 60 B) 63 ; C) 57 + vectores ubicados en las aristas y dia- z 
D) 51 E) 72 E gonales del paralelepípedo. E AA B) 8 C) 10 


pa 


z 


-= > 
m 
œ 
m 
= 
D 
Ñ 
o 
Pa 
> 
En 


Ț 


; S + A A DN 
PROBLEMA 50 En O 18» de 
Hallar el vector unitario del vector K Sh 629 
normal al plano definido por los vec- TA, A 
tores : E N > ciati 

E e ph i u = ——————— 
E a A EE O AE > 629 
A =2i1-=2+k .. B=1+8¡+4kR +0 0 Ta 
Sugerencia: use la definición del pro- x ASSA A 
ducto vectorial. + D) as -16-5j+17k 
A so V629 
Bi C A r TO 
> ' > $ e ERASE 
A =(4,,4,,43):B=(B,,B3+B3) E) MAA 
ši V32 
k A A A eS 
i si R ES 
O O + 
B; Bo B3 + 
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